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Elek Imre — Hanka Laszlo

Labbelinyom-téredék mint targyi bizonyiték

A valodszinliség-elmélet alkalmazasanak lehetosége
a nyomszakért6i gyakorlatban és a bizonyitasi eljarasokban

Labbelinyomok, vagyis a labbeli jarofeliiletének mintazatat vagy annak egy
részletét 4brazold nyom szinte minden blincselekmény helyszinén felkutatha-
to, egyes statisztikai adatok alapjan rogzitésiikre gyakrabban keriil sor, mint
az elkdvetd ujjlenyomatanak biztositasara'. A 1abbelitél szarmaz6 nyomtore-
dékek gyakran értékes bizonyitékot szolgaltathatnak a nyomozas soran, mi-
vel a leképez6dé nyomokban visszatiikr6z6d6 egyedi sajatossagok lehet6séget
adnak az egyedi azonositasra, ezzel kizarva minden mas szamitasba vehetd
labbelit is. A kriminalisztikai teriileten szolgaltatott bizonyitékok lancolata-
ban egy helyszini labnyomtoredék alapjan beazonositott cipd ugyanolyan
erds bizonyitékként szolgalhat, mint példaul egy azonositott ujjlenyomat
vagy a feszitési nyom alapjan azonositott betdrészerszam, amelyet a gyanu-
sitottol foglaltak le’.

E cikk szerz6i a biincselekmények soran rogzitheté labnyomok egyedi
azonositasanak egy uj lehet6ségét kutatjak. Megismerkedhet az olvaso az
igazsagiigyi kriminalisztikai nyomtan szemszogébdl kiilonb6zé nyomsaja-
tossagokkal, ezek informéciotartalmaval, az egyedi sajatossagok mennyiségi
és mindségi szerepével és a klasszikus valosziniiség-elmélet nyomszakértoi
gyakorlatban, bizonyitasi eljarasokban torténé alkalmazasi lehetéségével is.

A labnyomok altalanos sajatossagai

A nyomképzé labbelitipus azonositasanak elézményei

A hatvanas évek elején a biincselekmények helyszinein a bliniigyi techniku-
sok altal rogzitett labnyomokat jelents hanyadaban cipészmester altal ,,azo-
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nos kaptafara” készitett bortalpu labbelikkel hoztak 1étre. Az ilyen tipusu l1ab-
nyomok nyomszakértdi vizsgalatakor az egyedi kialakitdsnak koszonheten
egyedi sajatossagokban gazdagabbak, a nyom altalanos sajatossagaiban azon-
ban szegényebbek voltak. Ezért labnyomos ligyekben a szakértdi kirendelé-
sekre gyakran a gyanusitott, vétlen személyek labbelijeinek eldkeriilése utan
keriilt sor, tipusazonositasnak nem sok értelme volt, bar a nyomok vizsgalata
alapjan bizonyos bértalpt labbelifajtak kozott is lehetett kiilonbséget tenni.

A formatalp megjelenésével, a cipdgyartas modernizalasaval, boviilésével
és az egyre fokozodo divatigények kielégitése nyoman egyre nagyobb va-
lasztékban jelentek meg a kiilonbozo fajtaji és talpmintazata labbelik. A
helyszini labnyomtoredék alapjan torténd tipusazonositas napjainkra értelmet
kapott, és mar ,,forrobnyomon” rendelkezésre allhat az elkovetd altal viselt
labbeli szamos paramétere. A manualis adatbazisokat (katalogusok, gytijte-
mények) felvaltottak a szamitogépes keresOprogramok. Eurdpaban talan a
legismertebb félautomata keresGprogram a Solemate Sicar®. Ez a keres6prog-
ram manualis kodolasu, ami azt jelenti, hogy egy geometriai alapelemeket
tartalmazo kodszotar segitségével meg kell adni a nyomtoredékben leképez6-
dott mintazati elemek alakjellegzetességeit (példaul a lenyomattoredék tartal-
maz négyszogi, hullamborda, cikcakk, peremszegély, markajel jellegzetessé-
geket), majd a sajat adatbazisat hasznélva egy talalati listat készit, és ennek
alapjan a nyomszakért6 sziikiti tovabb a kort és valasztja ki a lehetséges
nyomképz6 1abbeli tipusat és méretét. A folyamatosan boviild adatbazis im-
mar szazezres nagysagrendii labbeli és formatalp szamos adatat tartalmazza.
A digitalis technologia fejlédése és a globalis, intelligens, internetalapu kere-
sérendszerek valdsziniileg Uj utat nyitnak majd a labbeli és gumiabroncs ti-
pusazonositasaban is, felvaltva ezzel a félautomatikus rendszereket.

A talpmintazat nyomképzd feliiletének teriilete

Szakért6i szempontbol talan nem is az a legfontosabb, hogy a szamitasba ve-
het6 labbelit ki gyartotta, hanem azok a képi informaciok vagy gyart6i hivat-
kozasok, amelyek alapjan a szakérté a csoportazonositast elvégezheti. Ezzel
kapcsolatban az egyik fontos kérdés éppen a klasszikus valoszintiség-elmélet
alkalmazasanal meriilhet fel, amikor a nyomhagyd labbeli potencialis nyom-
képz6 mintazatanak teriiletét kell meghatarozni, mivel a véletlenszertien ki-
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alakulo egyedi jellegzetességek szama aranyos a lehetséges nyomképz6 felii-
let teriiletének nagysagaval is.

A labbelilenyomat-toredékek értékelésénél kialakult gyakorlat szerint al-
talanos sajatossagnak tekinthetd minden olyan leképezddott méret- és alak-
jellegzetesség, amely az adott sorozatgyartasban elkésziilt 1abbeli jarofeliile-
tére jellemz6. A legaltalanosabb jellemzok, a talpfelileti méret- és
alakjellemzdk (példaul talphossz, talpszélesség, sarokszélesség) gyakran
nem mérhetdk és nem azonosithatok, de fontos szerepiik abban van, hogy egy
értékelhetdségi szintet el kell hogy érjenek, amelynek alapjan kovetkeztetni
lehet a nyomképz6 objektumra. Példaul a nyomtoredék egyetlenegy minta-
elemet tartalmaz, de a labbelitdl valo szarmazas megallapitasdhoz sziikséges
legaltalanosabb jellemzok nem tiikr6zddnek vissza.

Abban az esetben, ha egy helyszini labnyomtoredék elegendd altalanos saja-
tossagot tartalmaz a nyomképz6 labbelitipus azonositasara, lehet6ség van terii-
let szamitasara, feltéve hogy az azonositott labbelitipushoz tartozo rekord tartal-
maz méretaranyos lenyomati képet vagy talpfeliileti abrat. A teriiletszamitasnak
j6 modszere lehet, ha a képet, illetve a lenyomat abrajat szegmentaljuk. A szeg-
mentalas célja a nyomképzddési szempontbol Iényeges (mintazati elemek) és 1¢-
nyegtelen (savok, bemélyedések) részek céltudatos részekre bontasét jelenti‘.
Azoknél a talpmintazatoknal, amelyeknél a teljes talpfeliileten beliil a lényeges
(nyomképz0d) elemek Osszessége tlsulyban van, figyelembe lehet venni a teljes
talp teriiletét is. Egyes szamitasok szerint egy atlagos méretii labbeli teljes talp-
feliilete 16 ezer mm®. Ezzel az adattal szdmolva mar mindossze két sajatossagi
pont megléte esetén olyan nagy valdsziniiségi eredményhez juthatunk, amely
mar kategorikus vélemény kialakitasara is lehetoséget ad’.

A labbelinyom-sajatossagok informaciétartalma

Az egyedi sajatossagok kialakuldsa, értéke,
reprodukcios képessége és ezek jelentésége a nyomszakértdi gyakorlatban

A labbelinyomokban leképezddd egyedi sajatossagok rendszerint olyan talpfe-
lileti elvaltozasok, amelyek a nyomhagyo labbeli természetes hasznalataval
Osszefiiggésben alakulnak ki. A szakért6i tapasztalat alapjan ezek a legkiilonbo-

4 Berkes Jozsef — Hegediis Gy. Csaba — Kelemen Dezs6é — Szabo Jozsef: Digitalis képfeldolgozas és al-
kalmazasai. Keszthelyi Akadémia Alapitvany, Keszthely, 1996

5 Rocky S. Stone: Mathematical probabilities in footwear comparisons. Presented at the FBA Technical
Conference on Footwear and Tire Tread Impression Evidence, Quantico, April 1984
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z6bb médon, de leggyakrabban mechanikai sériilések, kopasi jellegzetességek,
hé-, vegyi hatas okozta deformalodasok, torések, agyaghianyok, anyagfolyto-
nossagi megszakadasok, idegenanyag-beékelddések, beépiilések formajaban
alakulnak ki. A gyakorlatban elenyészé hanyadban fordulnak el6 olyan egyedi
azonositasok, amikor a nyomban visszatiikr6z6do6 jellegzetességek kialakulasa
nem a hasznalattal, hanem a gyartasi technoldgiaval hozhat6 6sszefiiggésbe, és
az egyedi azonositas alapjat is kizarolag az ilyen sajatossagok adjak. A termé-
szetes hasznalattal osszefliggésben kialakulo egyedi jellegzetességek koz¢é lehet
sorolni még azokat a gyartas soran keletkez6 egyedi jellegzetességeket is, ame-
lyek csak meghatéarozott kopottsagi szint elérése utan valnak értékelheté nyom-
képzové. Példaul a talp anyagaban keletkezett 1égbuborék, zarvany, vagy egyéb
inhomogenitasbol eredd kiilonboz6 kopasi szint kialakulasa. (példaul kemé-
nyebb alapanyagti granulatum a puhabb, a természetes hasznalattal szemben ke-
vésbé kopasallo kotdanyag). Az egyedi sajatossagok kialakulasanal kiilonbséget
lehet tenni a labbelin meglévé és a nyomban visszatiikr6z6d6 sajatossagok ko-
z0ott. Erre azért is van sziikség, mert az azonositas szempontjabol azokat a talp-
feliileti elvaltozasokat lehet figyelembe venni, amelyek a nyomban is azonosit-
hatok, és amelyek a probanyom-modellezéssel nem reprodukalhatok, azok az
azonositasban sem vesznek részt. Ez azt jelenti, hogy a labbeli talpfeliiletén van-
nak vagy lehetnek olyan egyedi sajatossagként értékelhetd elvaltozasok, ame-
lyek a nyomban nem képezddnek le. A nyomreprodukcios képesség azt jelenti,
hogy a nyomban felkutatott egyedi sajatossag(ok) az azonositd labbelin is meg-
talalhato(k) és a probanyom-mintavételek soran ugy képezddnek le, hogy mére-
teiket, alakjellegzetességeiket, poziciojukat megorzik.

Természetesen minden sajatossagtipusnak van értéke €s ez az érték annal
nagyobb, minél kiilonlegesebb a sajatossag, minél jobb a reprodukcios képes-
sége. Egy adott egyedi sajatossag értékének megitélésében fontos, hogy mi-
lyen mindségii, mekkora és az alaksajatossagait tekintve milyen dsszetett, de
szerepe van a vizsgalatot végz6 szakértd tapasztalatanak is.

Az egyedi sajatossagok tipusai

Az egyedi sajatossagokat kialakulasukat tekintve tehat két f6 csoportra lehet
osztani, igy az egyik a gyartasi technologia, a masik a természetes hasznalat
soran alakul ki. A gyartasi technol6giabol eredd egyedi sajatossagoknak lehet
tekinteni minden olyan elvaltozast, amely lenyomati képében mér a gyartas
utan is egyedivé teszi a 1abbelit, ilyen sajatossagok lehetnek példaul a forma-
talp anyagaban keletkez6 felszini levegébuborékok, random egyenetlenségek.
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Az egyedi sajatossagok masik — nyomszakért6i azonositas szempontjabol je-
lentSsebb — csoportja a labbeli természetes hasznalata folyaman keletkezd és
kialakulé mechanikai elvaltozasok. Utobbinal jellemz6 az egyedi sajatossag
keletkezésének vagy kialakulasanak modja, mechanizmusa, ezért a nyomban
kiilonboz6 sajatossagtipusokat lehet elkiiloniteni egymastol. Ezek koziil talan
a leggyakoribb egyedi sajatossdgok a hasznalat idején keletkez6 kiilonbozo
jellegti sériilések és elvaltozasok. Az egyedisajatossag-tipusokat a lenyomati
kép alapjan lehet definialni, ez bizonyos korlatokat jelenthet a képi informéaci-
ok értékelésében, ezért bizonyos esetekben a tényleges sajatossagtipus megal-
lapitasara csak a nyomhagyo labbeli elkeriilésekor nyilhat lehetdség, példaul
az idegen anyagok be¢kelddése és a mintazati elem felszinére tapad6 anyagok
okozta elvaltozasok hagyta lenyomati képek kozott esetenként azonositd lab-
beli nélkiil nem lehet kiilonbséget tenni.

Mintazati elem részleges leképez6désébdl eredé nyomhiany

A mintazati elem(ek) részlegesen leképezédhetnek, ha a mintazaton beliil
szintkiilonbségek vannak, vagy a formatalpat alkotd egyes mintaelemek mi-
ndsége miatt eltérd kopasi szintek alakulnak ki. Részleges leképezddés ala-
kulhat ki akkor is, ha a nyomhordoz6 felszin domborzata nem teszi lehetévé
a teljes leképezést.

Mintazati elemet megosztd folytonossagi megszakadas

Mintazati elemet megosztd folytonossagi megszakadasos lenyomati képet a
mintaelem felszinébdl kiinduld, anyaghianymentes sériilések okozhatnak.
Ilyen nyomtani jellegzetesség a lenyomatban rendszerint metszett, mélyen
karcolt, repesztett sériilések esetén tiikrozddik vissza.

Mintazat felszini struktirajat megvaltoztatd hatasok

A hé-, vegyi hatas is okozhat olyan elvaltozasokat a talpmintazaton, amelyek
a lenyomati képen megjelennek és egyedi sajatossagként értékelhetok. A leg-
gyakoribb eléfordulasi modja, amikor felheviilt anyagra ralépnek, vagy str-
16d6 hohatas kovetkeztében a felszin struktirdja jellegzetesen megvaltozik,
példaul fodrozodik, de sugarzo ho hatasara is deformalodhat akér a teljes
talpmintdzat is. A vegyi anyagokkal torténd érintkezés sordn maro6- vagy ol-
doszer a talpmintazati részt roncsolja.
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Mintazati elemen beliili anyaghianyos sériilés

Az anyaghianyos sériilésrdl akkor lehet beszélni, amikor a talpmintazati elem
anyagabol kivalik egy rész. Ennek szamos oka lehet, példaul egy éles kavics,
szikla, fémtargy is okozhat olyan sériilést, amely a lenyomat képe alapjan
anyaghianyos sériilésként azonosithato.

Igen csekély kiterjedésii sériilések

A csekély kiterjedésti sériilések esetében a problémat altaldban nem a kiterjedés,
hanem a reprodukcios képesség okozza. Egyedi sajatossagként azok a sériilések
fogadhatok el, amelyek probanyom-mintavételezések soran jol modellezhetdk,
ugy képezddnek le, hogy méreteiket, alakjellegzetességeiket, pozicidjukat meg-
Orzik, és ez a probanyomatokban is kell6képpen visszatiikroz6dik.

Mintazati elem mélyebb bevagasa, karcolodasa

A mintazati elemet ért kiilonb6z6 mechanikai hatasok okozhatnak olyan el-
valtozasokat, amelyek hasonlok a mintazati elemet megosztd folytonossagi
megszakadas résznél leirtakhoz, de a mintaelemet nem osztjak meg.

Mintazati elem rugalmas deformalodasa

A mintazati elem rugalmas deformalodasanak nyombéli visszatitkroz6dése
kétoldala lehet, egyrészrol a talpfeliileti rugalmassag, masrészrél a nyomhor-
dozo rugalmassaga okozhatja a nyom képében ezt az alakvaltozast. Az el6b-
bire j6 példa egy extrém keletkezési mechanizmus, amikor a biincselekmény
elkovetdje menekiilése kozben erkélyrdl leugrik szilard burkolatra, az utob-
bira pedig az, amikor a betord a lakds atkutatdsakor a rugalmas dgymatracra
Iép. A deformalddas mértéke a nyom dinamizmusa és a keletkezési koriilmé-
nyek modellezhetsége fiiggvényében lehet egyedi azonositasra alkalmas a
nyom.

Idegen anyagok beékelodése

Ha az idegenanyag-beékel6dés hosszabb idén keresztiil megdrzi nyomképzd
tulajdonségait, egyedi sajatossagként lehet értékelni. Abban az esetben, ha a
beékel6dd idegen anyag altal létrehozott nyom képe elegendéen Osszetett
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alakzatu és az alakzaton beliil kijelolhetd tobb sajatossagi pont és a nyom
képfelbontasa is elegendd, onalloan is megalapozhatja az egyedi azonositas
sikerességét. Az idegenanyag-beékelodéses talpfeliileti elvaltozasok, ame-
lyek a nyomban is leképezddnek és a biiniigyi szakértdi gyakorlatban taldn a
leggyakrabban fordulnak eld, az a mintaclemek k6z¢é be¢kel6do kavics vagy
betontormelék. A labbelinyomok azonositasaban szerzett tapasztalati adatok®
alapjan a be¢kelddések gyakorisaga, szama a talpmintazatot alkotod egyes
mintaelemek egymastol valo tavolsagatol és a mintaelem kiemelkedésének
méretétdl fligg. Az olyan talpmintazaton, amelyet csekély tavolsagra elhe-
lyezkedd, nagy kiemelkedésti mintaclemek alkotnak, nagyobb szamban ala-
kulnak ki tartdsabb beékelddések. A beé¢kelddés egy masik fajtaja, amikor a
mintazati elem anyagaba ¢kel6dik be az idegen anyag, példaul egy fémfor-
gacs, €les, hegyes targy.

Csekély kiterjedésii alaksajatossag nélkiili
,,pontszerli” anyaghianyok

A csekély kiterjedésti alaksajatossag nélkiili ,,pontszeri” anyaghiany azt je-
lenti, hogy a leképezddott nyomsajatossag elhelyezkedésében azonosithato,
alakjellegzetességek szempontjabol nem. Altaldban csekély kiterjedési saja-
tossagok esetén fordul el6 és a nyomképzo koztes anyag, illetve a nyomhor-
doz6é mindsége fiiggvényében érheti el az észlelhetéség hatarat. A szakértoi
gyakorlatban nem jellemzdek azok az egyedi jellegzetességek, amelyeknél az
adott sajatossagtipusban nem képezddnek le méret- és alakjellegzetességek.

Mintazati elem peremsériilései

A mintazati elemek peremsériilései az egyik leggyakrabban el6forduld egye-
di sajatossagok. Ennek az az oka, hogy a természetes hasznélat kozben a ja-
rofeliiletnek ezek a legsériilékenyebb részei. Mindamellett, hogy gyakran
eléfordulo egyedi sajatossagokrol van sz6, a labbelinyom-sajatossagok infor-
maciodtartalmat tekintve is elékel6 helyen allnak, mivel ezek a sériilések rend-
szerint roncsolt széliiek, igy egyetlen peremsériilés tobb egyedi sajatossagi
pontot is tartalmazhat.

6 Biliniigyi Szakértoi és Kutatointézet Nyomszakért6i Laboratorium (1961-2013).
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Mintazati elem felszinére tapado anyagok okozta elvaltozasok

A mintazati elem felszinére tapado kiilonboz6 anyagok esetenként szintén
okozhatnak jellegzetes elvaltozasokat. Az ily modon kialakul6 sajatossagok-
ra altalaban jellemz6, hogy nyomképzé élettartamuk rovid, és ezen beliil is
gyorsan atalakul. Ha a cselekmény utan rovid id6n beliil el6kertil a keresett
labbeli, és a probanyom-mintavétel is megtorténik, akkor az egyedi azonosi-
tasra is lehet6ség nyilhat.

Az egyedi sajatossagok mennyiségi és mindségi szerepe
a labnyom azonositasaban

Az azonositas alapjaul a labbelik jarofeliiletén természetes hasznalat kozben
kialakulo fizikai elvaltozasok (mechanikai sériilések, kopasi jellegzetességek,
hé-, vegyi hatéas okozta deformalodasok, torések, agyaghianyok, anyagfolyto-
nossagi megszakadasok, idegenanyag-be¢kelddések, beépiilések stb.) véletlen
eléfordulasa, valamint ezek végtelen variacios lehetdsége szolgalhat. A gya-
korlatban elenyész6 aranyban fordulnak eld olyan egyedi azonositasok, ami-
kor a nyomban visszatiikr6z6d6 jellegzetességek kialakulésa nem a hasznalat-
tal, hanem a gyartasi technoldgiaval hozhatd Osszefliggésbe, ¢és az egyedi
azonositas alapjat is az ilyen sajatossagok adjak. Mindegyik azonositasnal
fontos, hogy a leképezddott nyom az altalanos (nyomképzd objektum fajtaja-
ra utald) jellegzetességek mellett elegendd mindségben tiikrozze vissza az
egyedi azonositashoz sziikséges mennyiségii sajatossagot. A labbelis nyomok
keletkezésében a mindség és a nyomkiterjedés kulcsfontossagti szerepet tolt
be mar a nyom felkutatasatol kezdve, mivel ha a nyom nem éri el a helyszini
nyomkutatas soran a vizualis észlelhet6ség hatarat, akkor az a nyom valoszi-
niileg nem is lesz biztositva, ha viszont a minésége nem éri el a kivant szintet,
akkor a labnyom egyedi azonositasa marad el. Az igazsagiligyi szakért6 vi-
szonylag ritkan talalkozik az eredeti helyszini nyommal, mivel az eredetben
torténd nyombiztositas szamos akadalyba iitkdzhet (technikai, fizikai, éssze-
riiségi, gazdasagi, indokolatlan karokozas elkeriilése), ezért rendszerint a lab-
nyom biztositasara valamilyen nyomrogzité anyag és modszer alkalmazasaval
keriil sor. A nyom rogzitésétdl fliggetleniil az eredeti nyomrdl méretaranyos
fényképfelvétel késziil. Tgy a szakértd szaméra eredeti nyom megmintazott
masolata mellett rendelkezésre 4ll egy kelld felbontast foto, digitalis kép is,
ezért lehetésége nyilik mindegyik forrasanyag tanulmanyozasara.
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A megmintazott nyomokban, illetve az 6ket megorokitd felvételen keresni
kell olyan feliileti sériiléseket, karakteres jellemzoket, amelyek nyomszakértéi
szempontbol egyértelmiien azonosithatova teszik majd a keresett cipot. Ehhez
a gyakorlatban a nyomszakérték altaldban szuperpozicids 6sszehasonlité mod-
szert alkalmaznak. A szakérti azonositas soran az egyes sajatossagi pontok ér-
tékelését egy optimalis osztassliriiségli raszterhalds transzparens folialap to-
vabb segitheti, amely a gyakorlatban alkalmazott 340 mm x 180 mm méretii
nyomrogzitd folialap altal felvett mintahoz illeszkedik. A pixelek nagysaga a
nyom mindségének (felbontoképességének) fliggvényében valtozhat, ennek
megfelelden a leggyakrabban hasznalhat6 pixelméret 1 mm x 1 mm. A felbon-
tas sziikség szerint ndvelhetd, tehat ha az azonositott feliileti sériilések olyanok,
hogy felfedezhet6k benniik finomabb részletek, akkor a racs finomithato pél-
daul egy sportcipd gumi talpfeliilete polirozott kéburkolaton nyomot hagy, és a
nyomképz6 koztes anyag (példaul por, finom szennyez8dés) a nyomképzodés-
kor a tokéletes leképezddéshez is hozzajarul. Ha egy atlagos feln6tt 1abbeli mé-
retét vessziik alapul, az a felbontas azt jelenti, hogy nagyjabdl tizenhatezer 1
mm? teriiletii kis négyzettel fedik le a teljes talpnyomot. Illetve toredéknyom
esetén ennek aranyos részével’.

A Klasszikus valosziniiség-elmélet alkalmazasa labbelinyom-
sajatossagok vizsgalataban

Azon négyzet alakli tartomanyok szama, amellyel a nyom lefedhetd, legyen
tehat M. Tegyiik fel, hogy a szakértdi vizsgalatok soran sikeriil felfedezni e
tartomanyok koziil » darabban egyértelmiien azonosithatd felszini sériilést,
vagy mas jellegzetes egyedi sajatossagot (példaul be¢kel6dd idegen anyag).
Az els6 kérdés: mi a valoszinlisége, hogy az adott cipétalpon a megadott fel-
bontés esetén éppen ebben az r darab négyzetben sikeriil nyomot taldlnunk?
A valaszt a hipergeometriai eloszlas adja. Ez a szakirodalom® szokasos jel6-
Iéseivel a kovetkezo.

Hipergeometriai eloszlds: adott egy N elemii alapsokasag. Ebben az alap-
sokasagban van S darab valamilyen tulajdonsaggal kittintetett elem. Az alap-
sokasagbol vesziink egy n elemii mintat, ismétlés nélkiil. Mi a valdsziniisége,
hogy a mintaban pontosan k darab kitiintetett tulajdonsagti elem lesz? Beve-

7 William J. Bodziak: i. m.
8 Denkinger Géza: Valoszinliségszamitas. Tankonyvkiado. Budapest, 1989; Rényi Alfréd: Valészinii-
ségszamitas. Tankonyvkiado, Budapest, 1981
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zetiink egy X valdsziniliségi valtozot, amely az n elemii mintaban a kitiintetett
elemek szama. Ekkor (1. képlet):

P(X=k)= U k=0, 1,2, ... min {n, S}

1. képlet

N

n

Alkalmazzuk ezt a vizsgalt problémara! Tegyiik fel, hogy van egy labnyom-
toredékiink, amelyen tehat a mondott feltételekkel  darab egyedi sajatossa-
got talaltunk. Mi a valészinlisége, hogy egy ugyanilyen mintazat és ugyan-
attol a gyartotol szarmazd és természetesen ugyanolyan méretli cipén
pontosan ugyanazokon a helyeken talalunk » darab pontszerii egyedi sajatos-
sagot? Ebben az esetben tehat az alapsokasag M elemtl, a kitiintetett tulajdon-
saglak — vagyis a felszini sériilések — szama 7, és a minta elemszama is . Azt
kérdezziik, mi a valdsziniisége, hogy mind az r helyen megtalaljuk a nyomot.
Ha ezeket az adatokat helyettesitjiik az 1. képletbe, tehat a hipergeometriai el-
oszlas képletébe, azt kapjuk, hogy

(:J(A’f]:r] -1 riM-n)! #
piP(X:kFW =m= M MM DM (M r+1)

2. képlet

r r
Kiilonboz6 M és r értékekre vonatkozoan az 1. szamu tablazat tartalmazza a
p valosziniiség értékét.

Talan szemléletesebbek az adatok, ha e valdszintiségek reciprokat irjuk a
tablazatba. Ekkor azt kapjuk, hogy nagyjabol mekkora elemszamu mintaban
talalhato6 atlagosan egy darab az adott tulajdonsagli elembdl. Ezt tartalmazza
a 2. szamu tablazat.

Ha arra gondolunk, hogy egy cip6t egy bilineset elkovetése utan valdszini-
leg nem tesznek a szekrénybe, hogy a nyomozok elsé osztalyt bizonyitékot
talaljanak — bar erre is van példa —, hanem tovabb viselik, akkor vilagos, hogy
a cipbtalpon tovabbi sériilések keletkezhetnek. Felmertil a kérdés, hogy ha van
egy cipbtalpon tovabbi ¢ darab pontszerii sériilés, azaz dsszesen felfedezhetd
r+q darab pontszerii sériilés, akkor mi annak a valosziniisége, hogy ezen r+¢q
sériilés koziil » darab pontosan azon a helyen van, ahol az elkévetéskor felvett
nyomon azonositottak az » darab sériilést. Ez nyilvan ugyancsak hipergeo-
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1. szamu tablazat
A p valésziniiség értéke a 2. képlet szerint, kiilonbozé M és r értékek mellett

M/ 1 2 3 4

1000 0,001 2,002E-06 6,01804E—-09 | 2,41446E—-11

5000 0,0002 8,0016E-08 | 4,80288E—-11 | 3,84461E-14
10 000 0,0001 2,0002E-08 6,0018E-12 | 2,40144E-15
15000 6,66667E—-05 | 8,88948E—-09 | 1,77813E—12 | 4,74264E—16
20000 0,00005 5,00025E-09 | 7,50113E-13 | 1,50045E—16

2. szamu tablazat
A p valésziniiség reciproka, kiilonb6zé M és r értékek mellett

M/ 1 2 3 4

1000 1 000 4,995000E+05 | 1,661670E+08 | 4,141712E+10

5000 5000 1,249750E+07 | 2,082084E+10 | 2,601043E+13
10 000 10 000 4,999500E+07 | 1,666167E+11 | 4,164167E+ 14
15000 15 000 1,124925E+08 | 5,623875E+11 | 2,108531E+15
20000 20 000 1,999900E+08 | 1,333133E+12 | 6,664667E+15

metriai eloszlassal irhato le. Az alapsokasag, tehat a kis négyzetek szdma ma-
rad M, a kitiintetettek szama, a , kritikus nyomok™ szama ugyancsak # a min-
ta elemszama most nagyobb, r+¢, de a kérdés ugyanaz: mi a valoszintisége,
hogy az r ,kritikus helyen” megtalaljuk a sajatossagi pontokat? Ha ezeket he-
lyettesitjiik az elsé képletbe, megkapjuk a valaszt (3. képlet):

3. képlet

["][M_J

e "\ 4 1-(M-9)! r+(M-@+q)  (M-pr+q!
PEPEER=TOY TG g — (M! —- g
[”q]

_ (r+q)! 0t grtg-D.(g+ )
QIMM-1)M=2)..(M—r+1) MM-1)(M=-2)..(M—r+1)

Vilagos, hogy az eredmény kiilonbozik a 2. képlettdl, a valdsziniiség nagyobb,
mint abban az esetben, amikor pontosan » darab nyom van a cip6talpon. Sziik-
ség esetén a 2. képlet helyett ezzel a valoszinliséggel kell dolgoznunk.
Tegyiik fel ezutan, hogy a keziinkben van egy targyi bizonyiték, egy lab-
beli, amelynek a talpvizsgalata alapjan a szakértdi vélemény egyértelmiien azt
allapitja meg, hogy a kérdéses labbeli az, amelyik az elkovetés helyén talalt
nyomot hagyhatta. Felmertil a kérdés, lehetett-e egy masik cipd is az, amelyik-
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kel a nyomot hagytak, és ha igen, akkor milyen valoszintiséggel. Az els6 kér-
désre a valasz természetesen az, hogy igen, létezhet mas cipd is, de a méasodik
kérdés érdekesebb ¢és fontosabb. Vizsgaljuk meg ennek a valoszinitiségét! Eh-
hez a vizsgélathoz a binomialis eloszlast kell felhasznalnunk’. A klasszikus je-
16lésekkel ez a Bernoulli-feladatként is ismert probléma a kovetkezd.

Binomidlis eloszlas: pontosabban, az n pozitiv egész és valds paraméte-
rekkel adott binomialis eloszlas. Adott egy esemény amely p valosziniiséggel
kovetkezik be. Tegyiik fel, hogy végziink n darab fiiggetlen megfigyelést az
adott esemény vizsgalatara. A fiiggetlenség azt jelenti, hogy egy megfigyelés
eredménye nem befolyasolja a kovetkezo megfigyelés eredményét. A kérdés
a kovetkez6: mi a valoszinlisége annak, hogy az n darab fiiggetlen megfigye-
1és soran a vizsgalt esemény pontosan k alkalommal kovetkezik be? Ha a be-
kovetkez6 események szamara bevezetjiik az Y valdszintiségi valtozot, akkor
a valasz a kovetkez6 (4. képlet).

4. képlet
P(Y=h)= [Z]p"(l P k=0,1,2,3,.n

Hangsulyozzuk, hogy a fiiggetlenség alapvetéen fontos feltétel. Ha az esemé-
nyek nem fliggetlenek, akkor ez a leiras nem alkalmazhato. Az eloszlas ter-
mészetesen abban az esetben is alkalmazhato, ha nem ,,egy adott esemény”
ismétlédo vizsgalatardl van szd, hanem egymastol fliggetlen olyan esemé-
nyekr6l, amelyek azonos valdsziniiséggel kovetkezhetnek be. A mi vizsgala-
taink éppen ez utobbi esetre vonatkoznak.

Kérdezziik meg, mi annak a valoszinlisége, hogy létezik a nyomozok,
szakértok birtokaban 1évo targyi bizonyitékon kiviil olyan cipd, amely ugyan-
azt a nyomot hagyhatta. A kérdés természetesen nemcsak arra vonatkozik,
hogy létezik-e még egy, hanem hogy létezik-¢ még legalabb egy tovabbi ilyen
cipd. Azt se feledjiik el, hogy egy olyan cipd mér a birtokunkban van, amilyet
keresiink, tehat a kérdés az alabbi modon fogalmazhatd: feltéve, hogy létezik
legalabb egy adott nyomot hagyo cipd, mi a valosziniisége, hogy egynél tobb
ilyen cipd létezik?

A kérdés tehat egy feltételes valoszintiségre vonatkozik. A valaszhoz tisz-
tazni kell ezt a fogalmat. Az 4 esemény B eseményre mint feltételre vonatko-
70 feltételes valosziniiségét a kovetkezé modon értelmezziik (5. képlet):

9 Denkinger Géza: Uo.; Rényi Alfréd: Uo.; William Feller: Bevezetés a valosziniiségszamitasba ¢s al-
kalmazasaiba. Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 1978
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5. képlet
P(AMB)

P(B)

A bal oldal a feltételes valosziniiség jele, a jobb oldal ennek az értelmezése.
A szamlaloban szerepld 4N B esemény azt jelenti, hogy az 4 és B események
egylittes bekovetkezésének valoszinliségét kell osztani a B esemény valoszi-
niiségével. Alkalmazzuk ezt a mondott szituaciora!

Hasznéljuk a 4. képletben értelmezett Y valdszinliségi valtozot, amely
ebben az esetben azt jelenti, hogy hany olyan labbeli van, amelyen ugyanazo-
kon a helyeken, szam szerint pontosan ugyanazon az r helyen talalhatok fel-
szini sériilések. Vilagos, hogy az adott tipusu és méretii cipétalp felhasznala-
saval késziilt 10 000—20 000 darab labbeli egymastol fiiggetleniil sériil, és az
is vilagos, hogy a 2. vagy 3. képlet altal meghatarozott valdsziniiségek minden
adott tipust cipére pontosan egyenlék. Tehat alkalmazhaté a Bernoulli-fel-
adat. Annak valdszintisége tehat, hogy Y=k darab ilyen cip6 létezik, pontosan
a 4. képlettel adhaté meg, ahol a p a 2. vagy a 3. képlettel van meghatarozva.

Ha felhasznaljuk az 5. képlet értelmezését, valamint azt, hogy diszkrét el-
oszlasok esetén a valoszinliségek Osszege egy, akkor a feltett kérdésre a ko-
vetkezd valaszt adhatjuk (6. képlet):

6. képlet

P(A|B)=

P((Y>1)n(¥=1))  pr>1) 1-P(Y=0)-P(Y=1)

PY>1jr=1)= P(Y>1) T P(Y=1) 1-P(Y=0)

Ahhoz, hogy ezt kiszamitsuk, élniink kell bizonyos feltételezésekkel és jelo-
1ésekkel. Tudjuk, hogy van egy cip6 a birtokunkban, amely a helyszini nyom-
ban leképezodott alak- és méretsajatossagoknak megfelel. Tegyiik fel, hogy
tovabbi N darab cipd szoba johet még egy adott populacidban. Az N-re vo-
natkozoan a szakért6knek becslést kell tenniiik. Egyrészt informacié sziiksé-
ges arrol, hogy az adott labbelitalpbol dsszesen mennyit gyartottak — ehhez
1éteznek megfelel6 adatbazisok és ipari kapcsolatok —, masrészt becsiilni kell,
hogy ebbdl az adott biincselekmény elkovetéséhez milyen 1élekszamu popu-
laci6 az, amely érintett lehet. Ez utobbi arra szolgal, hogy sziikitsiik az 6sszes
cip6talp esetleg til nagy szamat. Ezek utan kényelmesnek tiinik a megfigye-
1ések, tehat a lehetséges nyomhagyo labbelik szamara az N+1 jelolést alkal-
mazni, utalva arra, hogy egy gyanusitott mar van.

Ha a 6. képletbe helyettesitjiik a valoszinliségeket a 4. képlet szerint, va-
lamint figyelembe vessziik az elébbi jelolést, akkor a kovetkezd adodik (7.
képlet):
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7. képlet
N+ 1 v [N+1) N
17( : ]p“(hp) 7[ 1 ]p(l,p)

1— []Va' IJ po(l 7p);v+|

P(Y>1|Y=1)=

Némi egyszertsités utan azt kapjuk, hogy (8. képlet)

8. képlet

1-(1-p)*"' =N+ Dp(1-p)’
17(1 *P)NH

PY>1|Y21)=

Ha tehat az a kérdés, hogy mi a valdsziniisége annak, hogy létezik egynél
tobb olyan labbeli, amely a helyszinen talalt nyomot hagyhatta, akkor a va-
laszt a 8. képlet adja. Hangstilyozni szeretnénk, hogy a vdlasz fiigg az N ér-
téktol tehat az érintett populdcié lélekszamatol. Nem adhatunk feleldsségtel-
jes becslést a kérdéses esemény valosziniiségére, kizardlag a talp vizsgalata
alapjan. Becslést kell tenniink arra vonatkozéan, hogy hany személynek lehet
ilyen tipusu cipdje, akiknél a talp sériilése egymastol fiiggetleniil akar ugyan-
ugy bekovetkezhetett. A 3. szamu tablazat tartalmazza a 8. képlet szerint ki-
szamitott adatokat néhany esetre. Illusztracioként a p valosziniiség értékéiil
az 1. szamu tablazat els6 két oszlopaban talalhato adatokat valasztottuk.

Ha 6sszehasonlitjuk ezeket az értékeket az . szamu tabldzatbeli értékek-
kel, akkor szembeszoko a jelentés mértékii kiilonbség. Felfedezhetiink akar
négy nagysagrendnyi eltérést is a tablazatok megfeleld adatai kozott, ami egy

3. szamu tablazat

A 8. képlet alapjan értel tt feltétel 16 o
kiilonb6z6 N és p értékek mellett (V= populicié elemszama)

p/N 1000 5000 10 000 15 000 20 000
0,001 0,418240474 0,966160508 0,999548201 0,999995445 0,999999959
0,0002 0,096681232 0,418066709 0,68701562 0,842853706 0,925397513
0,0001 0,049170015 0,229266592 0,418045 0,569199871 0,686990166
6,66667E—-05 0,032964435 0,157431007 0,296579038 0,418037764 0,522746526
0,00005 0,024792493 0,119800865 0,229259775 0,328567803 0,418034146
2,002E-06 0,001000668 0,004996662 0,009976623 0,014939886 0,01988645
8,0016E-08 [ 4,00069E-05 0,000200027 0,000400027 0,0006 0,000799947
2,0002E-08 [ 9,99933E-06 | 5,00042E-05 0,000100007 0,000150008 0,000200007
8,88048E—-09 4,4406E-06 | 2,22235E-05 | 4,44467E—-05 | 6,66696E—-05 | 8,88922E—-05
5,00025E-09 | 2,49599E-06 | 125006E—05 2,5001E-05 [ 3,75014E-05 | 5,00017E—-05
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biineset értékelése kapcesan jelentds kiilonbségnek szamit. Vilagos azonban,
hogy a két tablazat adatai mas kérdésre adnak valaszt.

Igen tanulsagos ezeknek az értékeknek a reciprokat is tablazatba foglalni,
mert til azon, hogy szemléletesebb, az eredmény jobban mutatja a Iényeges
elvi kiilonbséget a 2. szamu tabldzat adataihoz képest. Egészen mas fényben
tiintet fel egy blinesetet, ha a 2. szamui tabldzat adatai helyett, amikor egysze-
rlien csak a p valdszinliségre hivatkozunk, a 4. szamu tdbldzat adatait hasz-
naljuk a bizonyitasi eljarasban.

4. szamu tablazat

A 8. képlet alapjan értel t v iniiség reciproka,

kiilonb6zo N és p értékek mellett

p/N 1000 5000 10 000 15 000 20 000
0,001 2,39096898 1,035024711 1,000452003 1,000004555 1,000000041
0,0002 10,34326912 2,391962759 1,455570982 1,186445516 1,080616692
0,0001 20,33759816 4,361734489 2,392086976 1,756852121 1,455624912
6,66667E —05 30,33572392 6,351988833 3,371782464 2,392128381 1,912973021
0,00005 40,33478985 8,34718513 4361864178 3,043511847 2,392149084
2,002E-06 999,3321348 200,1336233 100,2343138 66,93491622 50,28549715
8,0016E 08 24995,6756 4999,333089 2499,833244 1666,666645 1250,083356
2,0002E-08 100006,6875 19998,33247 9999,33325 6666,333252 4999,83328
8,88948E 09 225194,6955 44997,32457 22498,83378 14999,33308 11249,5833
5,00025E-09 | 400643,1659 79996,37143 39998,32509 26665,66616 19999,33349

Itt szeretnénk ramutatni egy szamolastechnikai egyszeriisitési lehetéségre. Is-
mert tény'", hogy bizonyos koriilmények kozott a binomialis eloszlas kozelit-
hetd Poisson-eloszlassal. Ha a 4. képletben n — oo és p — 0 ugy, hogy kozben
np — A, akkor a 4. képlet helyettesithetd a kovetkezo osszefiiggéssel (9. képlet)

9. képlet

i M| k1 ik (np)* oy — ﬁ iy
nE)noo[kjp(l P e e

Ez a kozelités esetiinkben jogos, ugyanis ha a 7., illetve a 8. formulakat ala-
pul vessziik, abban az N, a populaciéo mérete nagyjabol 10* nagysagrendi, a
2., illetve 3. képlet szerinti p pedig 10~ vagy ennél kisebb nagysagrendii. Ha
ezt felhasznaljuk, akkor a 7. képlet a kovetkez0 alakban is irhato (10. képlet):

10 Denkinger Géza: i. m.; Janossy Lajos: A valoszintiségelmélet alapjai és néhany alkalmazasa. Tan-
konyvkiado, Budapest, 1965
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10. képlet
l-e*—he* 1-(A+1)e”
I-e*  l-e*

PY>1]Y21)=

ahol a paraméter értéke pontosan A=(N+ 1)p.

A mondott nagysagrendi feltételek teljesiilése esetén tehat a 8. képlet helyett
alkalmazhatjuk a 10. képletben lathatod Gsszefiiggést, ha a szamitasok egysze-
riisitése érdekében ez sziikséges.

Elemi Bayes-analizis

A valosziniiség-elmélet nagyon hatékony eszkdze a Bayes-tétel", amely a ko-
vetkezot allitja. Ha a B, B,, ..., B, egy teljes eseményrendszer, azaz paronként
kizar6 események, amelyek Osszege a biztos esemény, és az 4 egy tetszéleges
esemény, akkor tetszélegesen rogzitett i indexre vonatkozoan teljesiil a kdvet-
kez6 (11. képlet):

11. képlet

P(AIBYP(B;)  P(A|B)PB)

SO 2 P(AIBYP(By)

P(B;|A)=

A legegyszerlibb teljes eseményrendszer egy esemény és a komplementere,
azaz B és B. Ez nyilvéan teljes eseményrendszer, ugyanis egy esemény és a
komplementere egyszerre nem kovetkezhet be, és az Osszeg a biztos ese-
mény, hiszen nyilvan igaz, hogy vagy bekovetkezik a B esemény, vagy nem
kovetkezik be, azaz vagy B kovetkezik be, vagy B, harmadik eset nincs.

A mi vizsgalataink szempontjabol a teljes eseményrendszer a kovetkezd
lesz: B jelentse azt, hogy a gyanusitott az elkdvetd, ekkor a B azt jelenti, hogy
nem a gyanusitott az elkdvetd. Pontosabban fogalmazva ez azt jelenti, hogy
a kezlinkben van egy par cipd, amelyen talalhaté nyomok alapjan a szakértok
azt allitjak, ez lehet az a cipd, amely a helyszinen a nyomot/nyomokat hagy-
ta. A B tehat azt jelenti, hogy a kérdéses cip6t visel$ személy az elkdvetd, B
pedig azt jelenti, hogy nem ezt a cip6t viselte az elkdveté. Az 4 esemény pe-
dig azt jelenti, hogy a keziinkben van egy cip6, amelynek talpnyoma alapjan

11 Colin Aitken — Franco Taroni: Statistics and the Evaluation of Evidence for Forensic Scientists. John
Wiley & Sons Ltd., Chichester, 2004; Franco Taroni — Silvia Bozza — Colin Aitken: Decision Analysis
in Forensic Science. Journal of Forensic Sciences, vol. 50, no. 4, 2005; Denkinger Géza: i. m.; Rényi
Alfréd: i. m.; William Feller: i. m.; Janossy Lajos: i. m.
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feltételezhetd, hogy a helyszinen a nyomot hagyta. Ha ezeket a jeloléseket al-
kalmazzuk a /1. képletre, akkor a ,,blindsség”, illetve az ,,artatlansag” vizsga-
lata esetén a kdvetkez6 adodik (12. képlet):

12. képlet o

PBIA)- PUBPB)
P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)

P(A|B)P(B) _
——; P(BlA)=
P(A|B)P(B)+P(4|B)P(B)

Maris hangsulyozzuk a kovetkezo alapvetden fontos gondolatot. Akar a ,,bii-
nosséget”, akar az ,artatlansagot” szeretnénk vizsgalni, alatamasztani mate-
matikai modszerrel, mindkét valoszintiséget ki kell szamitanunk, és csak az
egylittes vizsgalatbol vonhatunk le valamilyen kovetkeztetést. Ezt a kérdést a
kovetkezokben részletesen vizsgaljuk.

A Bayes-analizisben szokas a kovetkezd elnevezések hasznalata. A P(B),
P(B) valosziniiségeket a priori valésziniiségeknek nevezziik. A P(B|A), P(B|A)
valésziniiségek az a posteriori valosziniiségek, és P(A|B), P(A|B) a valoszinii-
ségek pedig a likelihood valoszintiségek. A témakorben nagyon fontos szerep
jut'? a legutobbi fogalomnak.

A Bayes-tételt a bizonyitasi eljaras barmelyik stddiumaban alkalmazhat-
juk, 1épésenkeént térhetiink at az a priori valoszintiségekrél az a posteriori va-
l6szinliségekre, amint Gjabb és ujabb bizonyitékok keriilnek eld. Ezért felirjuk
a tételt altalanosabb formaban. Tegyiik fel, hogy a vizsgalatok soran mar fi-
gyelembe vettek szamos bizonyitékot. Jeldlje ezt az ,,eseményt” /, ami arra
utal, hogy mar bizonyos informaciok birtokaban alakitottuk ki akar a védelem,
akar a vad szempontjabdl az a posteriori valosziniiségeket. Tegyiik fel, hogy
felmertil egy ) bizonyiték, vizsgalatainkban egy cipdtalpnyom, amely modo-
sithatja a valdszinliségi becsléseket. Ebben az esetben az el6z6 stadiumban ka-
pott a posteriori valosziniiségek a prioriva valnak, bemenetiil szolgalnak a
Bayes-tétel ismételt alkalmazasahoz. Ha ezt is figyelembe vessziik, példaul a
vad szempontjabol, akkor a /3. dsszefliggés a kovetkezé modon irhato:

13. képlet
P(A|B,)P(B|I)
P(A|B,DP(B|D)+P(A|B.)P(BII)

P(BIA, D)=

Alkalmazzuk most ezt konkrétan példaul a ,,biindsség” vizsgalatara! Ponto-
san ugyanilyen modon kell vizsgalni az ,.artatlansagot”. Tegyiik fel, hogy a
mar elvégzett vizsgéalatok alapjan kialakult egy valdsziniiségi becslés, azaz

12 Colin Aitken — Franco Taroni: i. m.; Janossy Lajos: i. m.
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birtokunkban van egy az adott vizsgalat szempontjabol a priori becslés, je-
16lje ezt P(B|I)=p,. Ekkor nyilvanvaléan teljesiil, hogy P(B|I) = [—p,. A ke-
ziinkben 1év6 bizonyiték alapjan kiszamitjuk a likelihood valdsziniiségeket.
Definici6 szerint legyen P(4|B,1)=p. Ez a kévetkezd médon fogalmazhat.
Ha feltessziik, hogy vannak mar korabbi bizonyitékok, és a birtokunkban van
egy cipd, amelynek a talpnyoma megegyezik a helyszinen talalt talpnyom-
mal, p a valészinlisége annak, hogy a keziinkben 1év6 bizonyiték NEM az el-
kovetd labbelije. Vegyiik észre, hogy ez éppen a 12., illetve /3. formulakkal
meghatérozott valosziniiség. Nyilvanvalo tovabba, hogy P(4|B,1) =1, ugyan-
is, ha a cip6 az elkovetd labbelije, akkor biztos esemény az, hogy a kérdéses
labbeli hagyta a nyomot. Helyettesitéssel a kdvetkezot kapjuk (14. képlet):

14. képlet
1-po

PEIA D)= 1-po+p(1-py)

Abban a specialis esetben, amikor nem vagyunk kell6 informacié birtokéban,
nyilvén azt a beeslést alkalmazzuk, hogy po=P(B|T)=P(BII) = 1.

Ekkor a /4. képlet a kovetkez6t adja (15. képlet):
15. képlet

P(B|A, I)= T
Abban az esetben, amikor a p értéke kicsi — v0. a 2. és 3. formulakkal —, ami-
kor tehat viszonylag sok, egyértelmiien azonosithaté sériilési nyom talalhato
a cipdtalpon, ez a hanyados egyhez kozelit, azaz a biindsség valdszinilisége
egyhez konvergal. Ismét hangstlyozzuk azonban, hogy ez a vizsgalat 6nma-
gaban kevés, ugyanezt a vizsgalatot el kell végezni a B esemény kapcsén is,
és a kettd viszonya alapjan tehetiink valamilyen kijelentést a biindsség—artat-
lansag kérdésével kapcsolatban.

Becsiiljiik most meg kissé konkrétabban a p, valosziniiség értékét! Az
elézéekben bevezettiink egy jelolést az érintett populacid 1élekszamara, N+1
jeloli ezt az adatot. Figyelembe véve a fliggetlenséget, az egyetlen ésszertl,
egyszersmind nyilvanvald becslés az a priori valdszinliségre az, hogy

po=P(B|I)=———, ugyanis az érintett populaciobdl — a talpnyom alapjan

N+1
itélve — akarki elkovethette a blincselekményt. Ha ezt a /4. képletbe helyet-
tesitjiik, azt kapjuk, hogy (16. képlet)
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16. képlet
_
N+1 1

1 1 - 1+ Np
N+1 H{FNHJ

Alapvetden fontos Osszefliggéshez jutottunk a Bayes-tétel alapjan. Nagyon
fontosnak tartjuk hangstlyozni, hogy az eredmény fligg az N értéktdl, tehat a
populécio elemszamatdl és nem kizardlag a mi mérési, kiértékelési modsze-
reinkbdl adodo p értéktdl. Az osszefiiggés alapjan nyilvanvald, hogy ha no-
vekszik a populacié mérete, akkor a blindsség valoszinlisége csokken, ami
sziikségképpen teljesiil, s ugyanez igaz természetesen a p valosziniiségre is.
Minél nagyobb annak a valosziniisége, hogy az adott talpnyom mas cip6n is
eléfordulhat, annal kisebb a valdszinlisége annak, hogy a gyantsitott a biinGs.
Ha tekintetbe vessziik a p-re adott 2. képletbeli értéket, akkor a vizsgalt
valoszintiség a kovetkez6 konkrétabb alakban is irhato (17. képlet).

P(B|A, )=

17. képlet

M
1 (r] _ MM-1)(M=2)..(M-r+1)
PBIA, 1= ) +NL7 [M] v C MM-1)(M=2)..(M-r+1)+N-rl

G

Egy részletesebb Bayes-analizis

Ebben a pontban ugyancsak a Bayes-tételt vessziik alapul a vizsgéalatokhoz, de
pontosabban, a részletekre jobban ligyelve fogunk becslést adni az el6z6 pont-
ban vizsgalt valosziniiségre, azonban a részletes matematikai levezetést mel-
16zziik, csak az eredmények kozlésére helyezziik a hangsulyt. Azt a kérdést
tessziik fel, hogy egy precizebb vizsgalat hogyan médositja a 6., illetve 17.
Osszefuggéseket. Mindenekel6tt ismételjiik at a vizsgalatainkban szerepl6 ese-

T az a tulajdonsag, amely a gyanusitottra jellemz0, tehat jelen vannak megha-

tarozott sériilések a cipétalpon
Ay az elkovetdt jellemzi a T tulajdonsag
A: a gyanusitottat jellemzi a T tulajdonsag
B: a gyanusitott az elkovetd
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Miel6tt a vizsgalatainkat elkezdenénk, élniink kell egy feltételezéssel, amely
nélkiil az alkalmazott matematikai modell helytelen, és amely egyébként in-
tuitive nyilvanvalo:

(F): a szamitasba jov6 populacié minden tagja egymastol fiiggetleniil
ugyanazon p valosziniiséggel bir a 7 tulajdonsaggal.

Ezzel a feltételezéssel alkalmazhato az 4. képletbeli binomialis eloszlas.
Ezek utan megfogalmazhatjuk a kérdést.

Feltéve, hogy teljesiil 4y és 4, mi a valdszinlisége, hogy a gyanusitott az
elkovetd? Tehat a kovetkezd valoszinliségi kérdést tessziik fel (18. képlet):
18. képlet

P(BlANM Ag)=?

A részletes szamitasok mell6zésével megadjuk az eredményt. Ha figyelembe

képpen az adodik, hogy (19. képlet)
19. képlet

1

PBIANA) =173,
Ami pontosan megegyezik a /6. eredménnyel. A /6. és a 19. képlet megegye-
zése azt jelenti, hogy a Bayes-analizis konzekvens modon alkalmazhato, akar
elemi modon alkalmazzuk, akar egy részletes vizsgalatban hasznaljuk fel a
kovetkeztetéseink meghatarozasara, ugyanarra az eredményre vezet. A 19.
eredmény a /6. eredmény megerésitésének is tekinthetd. Ismét hangstlyoz-
zuk tehat, hogy a ,,blindsség” eldontésének kérdésében hiba kizardlag a p va-
16szintiségre hivatkozni, abban szerepe van a populacio N elemszamanak is a
19. képlet szerint.

Befejezésiil ramutatunk egy nagyon lényeges momentumra, jelesiil az 4,
esemény mint feltétel szerepére. Az eldbbi szamitasokban figyelembe vettiik
a trivialisan teljesiilo A, feltételt, az eredményeket mind ezzel a logikaval ve-
zettiik le. Tegyiik fel, hogy ezt most elhagyjuk, és feltételként csak az A ese-
ményt irjuk elé. Az 5. szamui tabldzat a 19. 6sszefiiggés alapjan szamitott va-
l6szintiségeket tartalmazza néhany esetre.

Ha ezek utdn az 4, feltétel elhagyasaval kiszamitjuk a ,,biindsség” valo-
szinliségét, akkor az elébbiekben nem részletezett szamitassorozat értelem-
szerli modositasaval a kovetkez6 eredményt kapjuk (20. képlet).

Py =0 E]&’l’;)f

24 Elek Imre — Hanka Lészl6: Labbelinyom-toredék mint targyi bizonyiték



5. szamu tablazat
A 19. képlet alapjan értel tt feltételes valdsziniiség értéke,

kiilonb6z6 NN és p konstansok mellett

p/N 1000 5000 10 000 15 000 20 000
0,001 0,5 0,166666667 0,090909091 0,0625 0,047619048
0,0002 0,833333333 0,5 0,333333333 0,25 0,2
0,0001 0,909090909 0,666666667 0,5 0,4 0,333333333
6,66667E —05 0,9375 0,75 0,6 0,5 0,428571429
0,00005 0,952380952 0.8 0,666666667 0,571428571 0,5

2,002E-06 0,998001998 0,990089197 0,980372915 0,970845481 0,961501444
8,0016E 08 0,99991999 0,99960008 0,99920048 0,998801199 0,998402237

2,0002E-08 0,999979998 0,9999 0,99980002 0,99970006 0,99960012
8,88948E - 09 0,999991111 0,999955555 0,999911113 0,999866676 0,999822242
5,00025E - 09 0,999995 0,999974999 0,99995 0,999925002 0,999900005

Ez azt jelenti, hogy ha nem vessziik tekintetbe A(-t mint feltételt, akkor egyrészt
a Bayes-analizisnek ellentmondo eredményt kapunk, hiszen ez a formula nem
egyezik a 20.-kal, masrészt az eredmény félrevezetd is. Ugyanis konnyen bizo-
nyithat6, hogy a 20. eredmény nagyobb valoszintiséget ad, mint a /9.

Igaz ugyanis, hogy (l%p)“= 1+Np + N(]\Z]'Jr 1) Pt NN+ :1;)!(N+2) AR

¢és ebben az dsszegben az 1 + Np tag utan szerepel még végtelen sok pozitiv tag.

Ez a bizonyitasi eljarasban azt jelenti, hogy ha a 19. helyett a hibas 20.
keéplettel szamolunk, akkor a ,,biindsség” valosziniiségéhez a ténylegesnél
nagyobb értéket rendeliink.

Osszefoglalva az eddigieket azt mondhatjuk tehat: szamitasaink akkor ve-
zetnek az Bayes-analizis apparatusaval egybehangzo eredményre, tehat ak-
kor hasznaljuk konzekvens modon a Bayes-tételt, ha a kdvetkezot tessziik. A
P(Y=k) a priori eloszlasrol nem egy lépésben, kizarolag az 4 esemény figye-
lembevételével tériink at az a posteriori eloszlasra, hanem akkor jarunk el he-
lyesen, ha két 1épésben, az 4 és 4 események egyiittes figyelembevételével
frissitjiik az a priori eloszlast.

A likelihood hinyados és szerepe az esélyek alakulasaban

Ha teljesen elfogulatlan modon szeretnénk a matematikai modszereket alkal-
mazni a bizonyitasi eljarasban, tekintettel kell lenniink az ,,artatlansag” ese-
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tére is, egyszerre kell vizsgalnunk a B és B eseményeket. Feltételként vegyiik
figyelembe ugyanazokat az 4, és A eseményeket, amelyeket mar definial-

eseményre vonatkozoan (21. képlet).
21. képlet _
_ P(ANAg|B)P(B) _ _ P(ANAy|BP(B)
P(B‘A mn AO)_ P(TAO) 5 P(BlA (@) AO)—P(TAO)
Osszuk most el a két egyenldséget egymassal. Ekkor a kovetkezo egyenloség
adodik (22. képlet).
22. képlet

P(B|AyNA) P(4yNA|B) P(B)

P(BANA)  PANAB  P®B

Az egyenl6ségben az egyes hanyadosok elnevezése balrdl jobbra haladva
rendre a kovetkez6: a posteriori esély (,,0dds™), likelihood hanyados és a prio-
ri esély (,,0dds”). A Bayes-tétel szimultan alkalmazasa tehat arra ad lehetdsé-
get, hogy az a priori esélyt a likelihood valdsziniiségek kiszamitasaval fris-
sitsiik, és ilyen modon attérjiink az a posteriori esélyre. A bizonyitasi
eljarasban ennek az a szerepe, hogy ha felmeriil Gjabb bizonyiték — esetiink-
ben ez az 4 és A eseményekkel van figyelembe véve —, akkor ezek tekintet-
bevételével megvaltozhat a bindsség artatlansaghoz viszonyitott esélye.

A tovabbiakban kiszamitjuk, hogy az el6zéekben elvégzett szamitasok
eredményeibdl milyen érték adodik a likelihood hanyadosra. Ahogyan azt a

6. képlet levezetésénél mar figyelembe vettiik, P(B) = ﬁ, ebbdl nyilvan

kovetkezik, hogy P(B)= % Ezekbol mar adédik az a priori esély, amely-
PB) 1

nek értéke PE) N

A 19. képlet szerint kiszamitottuk az a posteriori va-

l6szintiségeket amelynek értéke P(B|ANAy) = . Mivel az a posterori va-

1
1+Np
16szintiségek eloszlast alkotnak, azonnal adodik, hogy (23. képlet)

23. képlet
1 Np

P(BANA))=1-P(Bl[ANA)=1- ——=
(B 0) (Bl 0 T 1eNp
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Ahonnan adodik az a posteriori esély (24. képlet):

24. képlet
1

PBIANAy _1+Np 1

P(BANA) _Np_ Np
1+Np

A 23. és 24. képletekbdl kovetkezik, hogy a likelihood hanyados a kovetke-
70 (25. képlet):
25. képlet

P(ANAYB) 1

P(ANAYB)  p

Ez tehat azt jelenti, hogy a biindsség és artatlansag valoszintiségének aranya
egy labbelinyom mint bizonyiték figyelembevételével 1/p-szeresére novekszik.
A 25. eredmény helyességének alatimasztasaképpen kiszamitjuk a /ikeli-

hood hdanyadost kozvetleniil ugy, hogy nem hivatkozunk az a priori és a pos-
teriori valosziniiségekre. Ehhez felhasznéljuk a valdszinliségek szorzastéte-
1ét". E szerint irhatjuk, hogy (26. képlet)
26. képlet

P(ANAyB)  P(A|AyNB)P(4y|B)

P(ANA(B) P(AlAyNB) P(4|B)

Ebben a hanyadosban kiszamitjuk az 6sszes valoszintiség értékét. Ha felidéz-
ziik az 4y, B és B események jelentését, vilagosan lathat6, hogy 4 fiiggetlen
ezektdl, tehat a feltételes valosziniiségek definicio szerint egyenldk a feltétel
nélkiili valosziniiségekkel: P(4y|B) = P(4,) és hasonldan: P(A0|Z_3) = P(A4).
Ezekbol kovetkezik, hogy a jobb oldali masodik tort értéke egy. Az elsé tort
szamlaloja nyilvan egy, hiszen azt jelenti, hogy ha a gyanusitott a b{inds, ak-
kor biztos, hogy a gyantsitott hagyta a nyomokat a helyszinen, tehat
P(A|AyNB) =1. Végiil pedig az elsé tort nevezdje definicié szerint éppen a
p valoszintiség. Ha ezeket az eredményeket mind helyettesitjiikk 26.-ba, akkor
ismét a 25. eredményt kapjuk.

13 Denkinger Géza: i. m.; Rényi Alfréd: i. m.
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Osszegzés

Ebben a dolgozatban bemutattuk, hogyan alkalmazhat6 a Bayes-analizis tar-
gyi bizonyitékokkal kapcsolatos valosziniiségi adatok meghatarozaséban. Ab-
bol, hogy a kapott eredmények nem vezetnek ellentmondasra, hanem éppen
ellenkezbleg, az Gsszefliggések egységes rendszerbe illeszkednek, arra kovet-
keztethetiink, hogy a Bayes-tétel jogosan és eredményesen alkalmazhato lehet
a nyomszakértdi teriileten is. A cikkben tobb kiilonbdzo valosziniiségi ered-
ményt vezettiink le, legfontosabbak ezek koziila 2., a 8., a 16., illetve a 19. és
a 22, illetve a 25. formulak. Hangstlyozzuk azonban, hogy ezek a valoszinii-
ségek nem egyenldk, hiszen mindegyik mas és mas kérdésre adott valasz.
Megprobaltuk érzékeltetni, hogy a labnyomos iigyekben a nyomképzddés
mennyire 0sszetett, €s milyen problémat jelenthet a 1ényeges €s a 1ényegtelen
képi informaciok szétvalasztisanal és az egyedi sajatossagok vizsgalatakor.
Osszességében megallapithatjuk, hogy a nyomszakértdi teriileten a korabban
kovetett morfologiai dsszehasonlitasnak a mindennapi tapasztalatokra alapo-
zott modszere a jovoben sem lesz nélkiilozhetd és megkérdjelezhets.
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